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1st 1 = [a, b] ein kompaktes Intervall, L n C C(l) ein Haar'scher Raum
der Dimension n + 1, so hat nach Definition jedes f E L n \ {O} in 1 hOchstens
n Nullstellen.

Bezeichnet man Nullstellen im offenen Intervall I = (a, b), in denen das
Vorzeichen nicht wechselt, als zweifache, die iibrigen als einfache Nullstellen,
so hatjedesfE Ln\{O} auch unter Beriicksichtigung der Vielfachheit hOchstens
n Nullstellen.

Speziell haben Elemente aus

in I nur zweifache Nullstellen.
Mit den Bezeichnungen

wet) = 12,1,
tEl
t El\1

und WeN) = L: wet)
tEN

fUr endliche Teilmengen N von 1 gilt also fUr die Nullstellenmenge N(f),
der FunktionenfE L n+ die Abschatzung W(N(f» ~ n.

Bei der Untersuchung von Cebysev-Systemen, insbesondere deren
Momentenraume (vgl. Karlin u. Studden [1]), erweist sich als wesentliches
Hilfsmittel der folgende

NULLSTELLENSATZ (von Krein [2]). 1st n EN ungerade, L n C C(l) ein
Haar'scher Raum der Dimension n + 1 und NCI Teilmenge mit WeN) ~ n,
so gibt es ein f E L n+ fur das N(f) = N. Die gleiche Aussage gilt fur gerade
n unter der zusiitzlichen Annahme, daft N beide Randpunkte oder keinen
Randpunkt enthiilt.

Bisher war nicht bekannt, ob es im Fall gerader n ;;;, 2 ein fin Ln+ gibt,
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das in genau einem Randpunkt und vorgegebenen k < nl2 inneren Punkten
verschwindet. Durch Angabe von Beispielen wird hier gezeigt, daB dies im
allgemeinen nicht zutrifft.

Sei

uo(X) = I, u1(x) = !X3 - X,

Uj(x) = X H (X2 - 1)2 fUr j E 1\1, j?: 2,

und In fUr n E 1\1 die Iineare Hiille von {Uj : °~ j ~ n}.
Dann bestehen fUr jedes f E In die Relationen

fe-I) =f(1) + 21'(1),

1'(-1) = 1'(1),

denn sie gelten fUr jedes der Polynome Uj .

Eine unmittelbare Konsequenz ist:

(1)

(2)

BEHAUPTUN'G A. Jedes auf 1 = [-1, 1] nicht negative f aus In ver
schwindet in heiden Randpunkten oder in keinem Randpunkt.

Denn nimmt man an

fe-I) > 0, f(I) = 0,

so gilt nach (1) die Ungleichungf'(l) > 0. Unter der Annahme

fe-I) = 0, f(I) > 0,

muB nach (1) und (2) notwendig l'(-1)< °gelten. In beiden Hillen nimmt
also f in [-1, 1] auch negative Werte an. Nach obigem Nullstellensatz
ist also

(3)

fiir ungerade n nicht Haar'scher Raum. Es gilt jedoch

BEHAUPTUN'G B. Fur jedes gerade n ist der unter (3) erkliirte Raum L n

ein Haar'scher Raum.

Beweis. Sei n ?: 2 gerade

n

f = L CjUj,
j~O

n

L I Cj I > O.
j~O

Dann ist zu zeigen, daBfin [-1, 1] hochstens n verschiedene Nullstellen hat.
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Wegen Uo(x) = 1, Grad Uj = j + 2 fiir j ? 1 istfnicht triviales Polynom
mit Gradf ~ n + 2.

1st Xo nicht reelle Nullstelle von f, so auch xo , und es gibt hochstens n
reelle Nullstellen. Es geniigt also, Polynome fE tn\{O} zu betrachten, die
nur reelle Nullstellen haben. Dann sind auch die Nullstellen von I' reell,
und die Nullstellen vonfschlieBen die vonI' ein.

Gilt Gradf = n + 1, so darf man f in der Form

f(x) = xn+l + g(x) mit Gradg ~ n

annehmen. Da n + 1 ungerade ist, miiBte gelten

f(-l)~O, f(1) ? 0, 1'(1) > 0, (4)

wenn es n + 1 verschiedene Nullstellen in [-1, 1] gabe. Die Re1ationen (4)
stehen jedoch zu (1) im Widerspruch.

1st Gradf = n + 2, so darf man

f(x) = Xn+2 + hex) mit Grad h ~ n + 1

annehmen, und da mit f(x) auch f( -x) = xn+2 + h(-x) zu t n gehort, sei
ohne Einschrankung

f(-I) ~f(1)·

Giltf(-I) = f(1), so fo1gt nach (1) und (2)

1'(-1) = 1'(1) = o.

Dann hat also I' in (-1, 1) hOchstens n - 1 und f nach dem Satz von Rolle
in [-1, 1] hochstens n verschiedene Nullstellen.

Bleibt noch der Fall

fe-I) <f(1)

zu behandeln.
Mit (1) und (5) folgt zunachst

1'(1) < 0.

Also hatl' und damit auchfin (1, 00) wenigstens eine Nullstelle.

(5)

(6)
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Istf(-I) < 0, so gibtes auch in (-00, -1)eineNullstelle. Gilthingegen
f( -1) ? °und damit nach (5) und (6)

f(1) > 0, 1'(1) < 0,

so gibt es in (1, 00) zwei einfache oder eine zweifache Nullstelle.
In jedem der FaIle f(-I) < °und fe-I) ? °gibt es also in [-1,1]

hochstens n Nullstellen. Damit ist Behauptung B beweisen.
Ais einfache Foigerungen der Behauptungen A, B seien hier noch angefUhrt:

BEHAUPTUNG C. 1st n ? 2 gerade, so gibt es einen n + I-dimensionalen
Haar'sehen Raum L n C C[-1, 1], der keinen Haar'sehen Teilraum gerader
Dimension enthiilt.

BEHAUPTUNG D. 1st n? 2 gerade, {Uj: °~j ~ n} C C[-I, 1] ein
Cebysev-System und e > 0, so gibt es nieht notwendig ein Cebysev-System
{Vj : °~ j ~ n} C C[-1, 1 + e], bei dem vdur°~ j ~ n stetige Fortsetzung
von Uj ist.

Die Behauptung C bzw. D erhiilt man unmittelbar mit der Aussage des
Nullstellensatzes fUr ungerade bzw. gerade n.
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